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مقدمه

برگزار زنجان اه دانش در ١٣٩۶ تیرماه ٢٢-٢١ روزهای در آن کاربردهای و تابع آنالیز سمینار پنجمین

محمد دکتر همت به که است ریاض انجمن دوسالانه تخصص سمینارهای جمله از سمینار این شد.

احیا مجددا آن کاربردهای و ریاض آنالیز سالانه سمینار در سمینارها این گونه تجمیع از پس صال مصلحیان

استقبال میزان دارد، نیز مخالفان آن ها برگزاری که ، تخصص سمینارهای این گونه بقای شرط شده اند.

است. آن ها در ارائه شده مقالات کیفیت و شرکت کنندگان

متخصص نفر دو حداقل از نظر کسب از پس رسید دبیرخانه به که مقاله ای ١٠٠ حدود از سمینار این در

مدعو سخنران ۴ همچنین شد. پذیرفته پوستر به صورتِ مقاله ۵ و سخنران به صورتِ مقاله ۶٣ مربوط،

صرفا ریاض انجمن مقررات طبق گزارش این در ما کردند. ایراد عموم به صورتِ را خود سخنران نیز

آورده ایم. شده اند ارائه سمینار برگزاری روزهای در که را مقالات

سازمان های و افراد آن برگزاری در و است نبوده گروه ی حت یا و نفر ی کار سمینار این برگزاری قطعا

را آن ها حمایت های و زحمات و م شماریم غنیمت را فرصت بوده اند. برگزارکننده کمیته کنار در مختلف

(معاونت مربوط قسمت های کلیه و اه دانش ریاست از به ویژه م کنیم. ر تش آن ها همه از و م گزاریم ارج

معاونت ،( انفورماتی نگهداری، و تاسیسات حراست، نقل، حمل و امور ، عموم روابط دانشجویی،

زاریم. سپاس صمیمانه علوم ده دانش عموم امور مسئول و علوم ده دانش ریاست فناوری، و پژوهش

این حامیان کم های از هستیم. انجمن آن نماینده دو و محترم ریاست ، ریاض انجمن منت دار همچنین

تجارت بانک مدیریت ری، گردش و دست صنایع ، فرهنگ میراث کل اداره زنجان، ‐شهرداری سمینار

قدردان و ر تش نیز اسلام‐ جهان علوم استنادی اه پای و فناوری و علوم اطلاع رسان منطقه ای مرکز استان،

م کنیم.

مقصودی سعید
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احتمالی نرمدار فضاهای روی فشرده خطی عملگرهای

٢ حاجی شعبانی محمود و ∗ ١ فتحی حسن
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پرداخته احتمالی نرمدار فضاهای روی فشرده خطی عملگرهای بررسی به مقاله این در چکیده.
می دهیم. قرار بررسی مورد را قوی پیوسته و ضعیف پیوسته عملگرهای با عملگرها این رابطه و

پیش گفتار .١

سعی وی واقع در نمود. ارائه احتمالی نرمدار فضاهای از تعریفی [۵] شرتنف ١٩۶٣ سال در
سال در آن از بعد کند. معرفی توزیع تابع یک به صورت فضاها این در را نقطه دو فاصله کرد
بیشتری شباهت تعریف این که دادند ارائه جدیدی تعریف [١] اسکلار و شوایزر آلسینا، ، ١٩٩٣
توزیع تابع جمله از تعریف چند بیان به ابتدا مقاله این در داشت. معمولی متریک فضاهای با

کنیم. تعریف را احتمالی نرمدار فضاهای بتوانیم ادامه در که می پردازیم فاصله

تابع این هرگاه گویند فاصله توزیع تابع را F : [−∞,+∞] → [٠, ١] تابع .١ . ١ تعریف
∆ با را توابع این تمام مجموعه .F (+∞) = ٠ ،F (−∞) = ٠ و باشد چپ پیوسته صعودی،
می کنند. تعریف هستند F (٠) = ٠ خاصیت دارای که ∆ اعضای تمام را ∆+ می دهند. نمایش
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منگر. فضاهای فشرده، خطی عملگرهای احتمالی، نرمدار فضاهای کلیدی. واژگان

سخنران ∗

٣



حاجی شعبانی م. و فتحی ح. ۴

در limt→∞ F (t) = ١ و limt→−∞ F (t) = ٠ شرط با ∆+ اعضای تمام را D+ همچنین
می کنیم: تعریف زیر به صورت را εa ،a ∈ R = [−∞,+∞] هر ازای به می گیرند. نظر

εa(t) =

{
٠ t ≤ a
١ t > a.

ایفا احتمالی نرمدار فضاهای در اساسی نقشی توابع این هستند. ∆ اعضای ها εa بوضوح
می کنیم. یادآوری [۴] از را زیر تعریف های می کنند.

جابجایی، صعودی، هرگاه گویند یکt-نرم را [٠, روی[١ T دوتایی عملگر (١) .١ . ٢ تعریف
باشد. آن همانی عضو ١ و پذیر شرکت

جابجایی، صعودی، τ هرگاه گویند مثلث تابع یک را ∆+ روی τ دوتایی عملگر (٢)
باشد. آن همانی عضو ε٠ و شرکت پذیر

که ∆+ روی τT دوتایی عملگر صورت این در باشد، چپ پیوسته نرم -t یک T اگر (٣)
می کند تعریف مثلث تابع یک می شود تعریف زیر به صورت

τT (F,G)(x) = sup{T (F (u), G(v)) : u+ v = x}.

ν : V → ∆+ به صورت تابع یک ν ،C یا R روی برداری فضای یک V کنید فرض (۴)
فضای یک را (V, ν, τ) تایی سه صورت این در باشد. پیوسته مثلث تابع یک τ و
زیر خواص α ∈ R − {٠} و p, q ∈ V هر ازای به هرگاه گویند احتمالی نرمدار

باشند: برقرار
.νp = ε٠ ↔ p = ٠ (N١

.ναp(x) = ν(x/|α|) (N٢
.νp+q ≥ τ(νp, νq) (N٣

می نامند. منگر فضای را آن بگیریم نظر در τT برابربا را τ که صورتی در

اصلی نتایج .٢

برخوردار ویژه ای اهمیت از خطی عملگرهای نرمدار، فضای خصوصا متریک فضای هر در
است. کرانداری و پیوستگی نرمدار، فضای در خطی عملگرهای مهم ویژگی های از یکی هستند.
کراندار و پیوسته همواره متناهی بعد نرمدار فضای روی خطی عملگر هر می دانیم که همان طور
شرایطی و پرداخته احتمالی نرمدار فضای روی خطی عملگرهای بررسی به  قسمت این در است.
نرمدار فضای در بودند برقرار نرمدار فضای در که احکامی شرایط این تحت که می کنیم بیان را

باشند. برقرار نیز احتمالی

که کنید فرض همچنین باشد، احتمالی نرمدار فضای یک (V, ν, τ) کنید فرض .٢ . ١ تعریف
xn

ν−→ x می نویسیم و است x به ν-همگرا ،{xn} دنباله گوییم باشد. V در دنباله یک {xn}
.limn→∞ νxn−x(t) = ١ ،t > ٠ هر ازای به اگر xn → x یا

عملگر و احتمالی نرمدار فضای دو (Y, ν, τ ′
) و (X, ν, τ) کنید فرض .([٣]) ٢ . ٢ تعریف

: T عملگر این صورت در باشد. T : (X, ν, τ) → (Y, ν
′
, τ

′
) به صورت T خطی



۵ احتمالی نرمدار فضاهای روی فشرده خطی عملگرهای

و ε > ٠ هر ازای به اگر گویند پیوسته ضعیف به طور را X به متعلق z نقطه در الف)
νx−z(δ) > α اگر x ∈ X هر برای بطوری که باشد موجود δ > ٠ ،α ∈ (٠, ١)

.ν ′

T (x)−T (z)(ε) ≥ α آنگاه
پیوسته ضعیف به طور ،X از نقطه هر در T اگر گویند پیوسته ضعیف به طور X روی ب)

باشد.
باشد موجود δ > ٠ ،ε > ٠ هر برای گاه هر گویند پیوسته قوی به طور z ∈ X در ج)

.ν ′

T (x)−T (z)(ε) ≥ νx−z(δ) باشیم داشته ،x ∈ X هر برای بطوری که
موجود mα > ٠ ،α ∈ (٠, ١) هر برای هرگاه گویند کراندار ضعیف به طور X روی د)
.ν ′

T (x)(t) ≥ α آنگاه νx( t
mα

) ≥ α اگر ،t ∈ R و x ∈ X هر برای بطوری که باشد
با را (Y, ν

′
, τ

′
) به (X, ν, τ) از کراندار ضعیف به طور عملگرهای تمام مجموعه

می دهند. نمایش WB(X،Y)
بطوری که باشد موجود M مثبت حقیقی عدد اگر گویند کراندار قوی به طور X روی ه)

.ν ′

T (x) ≥ νx(t/M) باشیم داشته ،t ∈ R و x ∈ X هر برای

باشد. احتمالی نرمدار فضای یک (V, ν, τ) کنید فرض .([٣]) ٢ . ٣ تعریف
باشد داشته وجود ٠ < r < ١ و t > ٠ اگر گویند کراندار -ν را B زیرمجموعه (١)

.νx(t) > ١ − r باشیم داشته x ∈ B هر برای بطوری که
{xn} دنباله x هر برای را که x ∈ X همه بگیرید.مجموعه نظر رادر E زیرمجموعه (٢)
E به صورت و نامیده E ν-بستار را ،xn → x بطوری که باشد موجود E اعضای از

.E = E اگر نامند بسته -ν را E مجموعه همچنین می دهند. نمایش
داشته همگرا -ν زیردنباله یک A اعضای از دنباله هر اگر گویند فشرده را A مجموعه (٣)

باشد.

این صورت در باشد. احتمالی نرمدار فضای دو (Y, ν ′
, τ

′
) و (X, ν, τ) کنید فرض .۴ . ٢ تعریف

-ν زیرمجوعه هر برای اگر می نامند فشرده عملگر را T : (X, ν, τ) → (Y, ν
′
, τ

′
) عملگر

-ν که معنی این به باشد، نسبی فشرده مجموعه Y از T (M) زیرمجموعه ،X از M کراندار
باشد. فشرده -ν مجموعه T (M) بستار

به صورت T عملگر و احتمالی نرمدار فضای دو (Y, ν ′
, τ

′
) و (X, ν, τ) کنید فرض .۵ . ٢ قضیه

هر ،T اگر تنها و اگر است فشرده T صورت این در باشد. T : (X, ν, τ) → (Y, ν
′
, τ

′
)

همگرا -ν دنباله زیر یک حاوی که ،Y در {T (xn)} دنباله به را X در {xn} کراندار -ν دنباله
کند. تصویر می باشد،

استفاده با و است مقاله این قضیه مهم ترین واقع در که می کنیم بیان را قضیه ای قسمت این در
می شود. مشخص احتمالی نرمدار فضای و نرمدار فضای یک بین ارتباط قضیه این از

باشد: زیر خاصیت با احتمالی نرمدار فضای یک (V, ν, τ) کنید فرض .([٢]) ۶ . ٢ قضیه
.x = ٠ آنگاه ،νx(t) > ٠ ،t ∈ R+ هر ازای به اگر (N۴

کنیم تعریف α ∈ (٠, ١) هر ازای به اگر

∥x∥α = inf{t ∈ R+ : νx(t) ≥ α}



حاجی شعبانی م. و فتحی ح. ۶

نرم ها، این به که می دهد نرم ها از خانواده ای تشکیل {∥x∥α : α ∈ (٠, ١)} مجموعه آنگاه
می گویند. ν تابع با متناظر V روی α افزاینده نرم های

هر برای و (N۴) خاصیت با احتمالی نرمدار فضای یک (X, ν, τ) کنید فرض .٢ . ٧ قضیه
تنها و اگر است متناهی بعد X آنگاه باشد. R روی پیوسته تابع یک νx ،x ∈ X ثابت عضو
مجموعه Bα[x, r] = {y ∈ X : νx−y(r) ≥ α} ،r > ٠ و α ∈ (٠, ١) هر برای اگر

باشد. X در ν-فشرده

(N۴) خاصیت با احتمالی نرمدار فضای دو (Y, ν
′
, τ

′
) و (X, ν, τ) کنید فرض .٢ . ٨ لم

T : ،α ∈ (٠, ١) هر برای آنگاه باشد، فشرده عملگر T : (X, ν, τ) → (Y, ν
′
, τ

′
) و

است. معمول معنای فشرده در عملگر (X, ∥ · ∥α) → (Y, ∥ · ∥α)

(N۴) خاصیت با احتمالی نرمدار فضای دو (Y, ν ′
, τ

′
) و (X, ν, τ) کنید فرض .٢ . ٩ قضیه

داریم: صورت این در باشد،

است. ضعیف پیوسته T : (X, ν, τ) → (Y, ν
′
, τ

′
) فشرده خطی عملگر هر (١)

I : (X, ν, τ) → (Y, ν
′
, τ

′
) همانی عملگر آنگاه باشد، نامتناهی X بعد اگر (٢)

نیست. فشرده

از T عملگر و احتمالی نرمدار فضای دو (Y, ν ′
, τ

′
) و (X, ν, τ) کنید فرض .٢ . ١٠ قضیه

خطی عملگر S : (X, ν, τ) → (Y, ν, τ) همچنین و فشرده (Y, ν
′
, τ

′
) به (X, ν, τ)

فشرده اند. عملگرهای TS و ST آنگاه باشد، قوی پیوسته

خاصیت با احتمالی نرمدار فضای دو (Y, ν ′
, τ

′
) و (X, ν, τ) کنید فرض .([٣]) ٢ . ١١ قضیه

صورت این در باشد، متناهی X بعد و خطی عملگر T : (X, ν, τ) → (Y, ν
′
, τ

′
) ،(N۴)

است. ضعیف پیوسته T
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از تاخیری دیفرانسیل‐انتگرال معادلات از دسته ای برای جواب تایی ی و وجود بررس
کسری مرتبه ی
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معادلات از دسته ای برای جواب تایی ی و وجود بررس مقاله این در ما هدف یده. چ
محاسبات کار این برای ما ابزار است. کسری مرتبه ی از تاخیری دیفرانسیل‐انتگرال

است. باناخ ثابت نقطه ی قضیه ی و کسری

پیش گفتار .١

ل ش به کسری مرتبه ی از تاخیری دیفرانسیل‐انتگرال معادلات از دسته ای مقاله این در
است: گرفته قرار مطالعه مورد زیر

cDαx(t) = f(t, xt, Kx(t)) (t ∈ J = [٠, T ], ٠ < α ≤ ١)

x٠ = ϕ
(١ . ١)
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کرامت ب. و نوری، ک. نظری، م. ٨

تابع f : [٠, T ] × C([−τ, ٠];R) × R → R و کاپوتو کسری مشتق cDα اینجا در که
م کنیم تعریف x : [−τ, T ] → R هر ازای به است. پیوسته

xt(θ) = x(t+ θ), (t ∈ [٠, T ], θ ∈ [−τ, ٠])

که م گیریم نظر در طوری را k : [٠, T ]× [٠, T ] → [٠,∞) تابع همچنین

Kx(t) =

∫ t

٠
k(t, s)x(s)ds

کاربردهای کسری مرتبه ی با دیفرانسیل معادلات اخیرا .k٠ = sup٠≤t≤T

∣∣∣∫ t

٠ k(t, s)ds
∣∣∣ و

، فیزی جمله از علم مختلف زمینه های در طبیع پدیده های ریاض مدل سازی در گسترده ای
توسط طبیع پدیده های بهتر توصیف امر این علت است. کرده پیدا غیره و انی م ، شیم
برای است. نظیر صحیح مرتبه ی دیفرانسیل معادلات با مقایسه در معادلات از دسته این
جواب تایی ی و وجود بررس کنید. رجوع [٣] به م توانید زمینه این در بیشتر مطالعه ی
است. گرفته قرار ریاضیدانان توجه مورد کسری مرتبه ی از تاخیری دیفرانسیل معادلات برای
لری‐ ثابت نقطه ی قضیه ی باناخ، ثابت نقطه ی قضیه ی جمله از روش هایی ارگیری ب با آنها
وجود اثبات اولیه تئوری [۴] در اولین بار آورده اند. دست به زمینه این در نتایج غیره و شودر
این [٢] در بعدا است. شده معرف کسری تاخیری دیفرانسیل معادلات از دسته ای جواب
کسری مرتبه ی با تاخیری شبه‐خط دیفرانسیل معادله ی و است شده داده گسترش نتایج

است. شده مطالعه
معادله ی برای را جواب تایی ی و وجود آمده بدست اخیر نتایج کم با مقاله این در

داد. خواهیم قرار بررس مورد (١ . ١)

(C([−τ, t];R))R به [−τ, t] از پیوسته توابع تمام باناخ فضای Ct مقاله این در .١ . ١ نکته
نرم با

∥x∥t = sup
θ∈[−τ,t]

|x(θ)|

نرم با R به J از لب انتگرال پذیر توابع تمام فضای L١(J ;R) همچنین و

∥x∥L١ :=

∫
J

|x(θ)| dθ

م دهد. نشان را

زیر صورت به x ∈ L١(J,R) تابع روی α > ٠ مرتبه ی از کسری انتگرال .١ . ٢ تعریف
م شود تعریف

Iαx(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١x(s)ds

است. گاما تابع Γ(.) آن در که



٩ جواب تایی ی و وجود بررس

تابع برای α مرتبه ی از کاپوتو کسری مشتق ،n − ١ < α ≤ n کنید فرض .١ . ٣ تعریف
م شود تعریف زیر صورت به x ∈ C([−τ, T ];R)

cDαx(t) =
١

Γ(n− α)

∫ t

٠
(t− s)n−α−١x(n)(s)ds

در و x٠ = ϕ هرگاه است (١ . ١) معادله ی از جوابی x ∈ C([−τ, T ];R) تابع .۴ . ١ لم
نماید صدق زیر انتگرال معادله ی

x(t) = ϕ(٠) +
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١f(s, xs, Kx(s))ds, t ∈ J

ان پذیر ام به راحت بالا لم اثبات [١] در (٣٬١) لم از آمده بدست نتایج توسعه ی با برهان.
□ م باشد.

اصل نتایج .٢

م نماییم. ارائه (١ . ١) معادله ی جواب تایی ی برای نتایج قضیه ای، اثبات با بخش این در
م گیریم. درنظر f غیرخط تابع روی را زیر شرط

هر برای و باشد پیوسته f تابع کنید فرض : شرط

(t, xt, Kx(t)), (t, yt, Ky(t)) ∈ J × C([−τ, ٠];R)× R
طوری که به باشد موجود l١, l٢, f١ ثابت های

|f(t, xt, Kx(t))− f(t, yt, Ky(t))| ≤ l١ ∥xt − yt∥٠ + l٢ |Kx(t)−Ky(t)|
f١ = sup

t∈J
|f(t, ٠, ٠)|

اگر این صورت در باشد، برقرار بالا در شده بیان شرط کنید فرض .٢ . ١ قضیه
l١ + l٢k٠ < ١,

دارد. تا ی جواب ی (١ . ١) معادله ی

ثابت نقطه ی مساله ی ی به را (١ . ١) مساله ی تا داریم، نیاز اثبات برای ابتدا در برهان.
را Λ : C([−τ, T ];R) → C([−τ, T ];R) ر عمل (۴ . ١) لم از استفاده با نماییم. تبدیل

م کنیم تعریف زیر صورت به

Λx(t) =

 ϕ(٠) + ١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− s)α−١f(s, xs, Kx(s))ds t ∈ J

ϕ(t) t ∈ [−τ, ٠]

م گیریم نظر در زیر به صورت φ(t) : [−τ, T ] → R تابع

φ(t) =

{
ϕ(٠) t ∈ [٠, T ]
ϕ(t) t ∈ [−τ, ٠]



کرامت ب. و نوری، ک. نظری، م. ١٠

م کنیم فرض

٠ <
Tα

Γ(α)
[l١ (R + ∥φ∥T ) + l٢ (k٠(R + ∥φ∥T )) + f١] < R

DR م گیریم. نظر در DRرا = {x ∈ C([−τ, T ];R) : ∥x− φ∥T ≤ R} مجموعه و
این هدفمان است. C([−τ, T ];R) باناخ فضای در محدب و کراندار بسته، مجموعه ی
که داد نشان ،f تابع پیوستگ طبق آسان به م توان .Λ : DR → DR دهیم نشان که است

داریم این صورت در t ∈ [−τ, ٠] و x ∈ DR کنید فرض است. پیوسته Λ

Λx(t)− φ(t) = ٠

داریم t ∈ [٠, T ] کنید فرض همچنین

|Λx(t)− ϕ(٠)| ≤ ١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١ |f(s, xs, Kx(s))| ds

≤ ١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١ [l١ ∥xs∥٠ + l٢ |Kx(s)|+ f١]

≤ Tα

Γ(α)
[l١ (R + ∥φ∥T ) + l٢ (k٠(R + ∥φ∥T )) + f١] < R

روی انقباض نگاشت Λ که م دهیم نشان بعد گام در .∥Λx− φ∥ < R داریم بنابراین
م آوریم، بدست t ∈ [−τ, ٠] هر برای آنگاه x, y ∈ DR کنید فرض است. DR

Λx(t)− Λy(t) = ٠

داریم t ∈ [٠, T ] اگر

|Λx(t)− Λy(t)| ≤
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١ |f(s, xs, Kx(s)) − f(s, ys, Ky(s))| ds

≤ ١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١ [l١ ∥xs − ys∥٠+l٢ |Kx(s)−Ky(s)|]

≤ Tα

Γ(α)
[l١ ∥x− y∥T + l٢k٠ ∥x− y∥T ]

≤ [l١ + l٢k٠] ∥x− y∥T
بنابراین

∥Λx(t)− Λy(t)∥T ≤ [l١ + l٢k٠] ∥x− y∥T
نقطه ی قضیه ی ارگیری ب با نتیجه در م باشد. انقباض نگاشت مساله فرض به توجه با که
□ دارد. تا ی ثابت نقطه ی Λ نگاشت باناخ ثابت
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یکنوا کامل به طور توابع از کلاسی
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ادامه در سپس و می پردازیم یکنوا کامل به طور توابع معرفی به ابتدا نوشته این در چکیده.
Pn(x) = xn + آن در که Fn(x) = Pn(x)

[
e− (١ + ١

x )
x
]

تابع که می دهیم نشان
است یکنوا کامل به طور است حقیقی ضرایب با n ≥ ١ درجه از چندجمله ای

∑n−١
v=٠ cvx

v

.c٠ ≥ ١١/١٢ و n = ١ که شرطی به

پیش گفتار .١

x ∈ I همه ازای به هرگاه نامیم یکنوا کامل به طور تابع I بازه ی روی را f(x) تابع .١ . ١ تعریف
باشیم داشته n ≥ ٠ و

(−١)nf (n)(x) ≥ ٠ (n = ٠, ١, ٢, . . .)

کرد. معرفی ١٩٢١ سال در هاسدورف را تعریف این

پتانسیل، نظریه در مثال برای دارد. مختلف زمینه های در زیادی کاربردهای یکنوا کاملا توابع
توابع مهم بسیار خواص از سری یک ترکیبیات. مجانبی، و عددی آنالیز فیزیک، احتمال، نظریه
تابع های که دادند نشان مختلفی ریاضیدانان همچنین یافت. می توان [٣] در را یکنوا کاملا
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سندور١ هستند. یکنوا کامل به طور خاص توابع دیگر و گاما پلی گاما، تابع جمله از زیادی
نزولی (٠,∞) روی f(x) = (x + ١)[e − (١ + ١

x
)x] تابع که کردند دبنس٢ثابت و

داده نشان یکنواست؟ کامل به طور f آیا که است این شد مطرح که سوالی است. همگرا و
چندجمله ای های کرد: بررسی را کلی تر صورت می توان حتی است. مثبت پاسخ که می شود
Fn(x) = Pn(x)[e− (١ + ١/x)x] آن در که Pn(x) = xn+

∑n−١
v=٠ cvx

v (n ∈ N)
است. یکنوا کامل به طور

اگر .١ . ٢ لم

f(x) = (x+ ١)
[
e− (١ +

١
x
)x
]

(x > ٠) (١ . ١)

صورت این در

f(x) =
e

٢
+

١
π

∫ ١

٠

ss(١ − s)١−s sin(πs)

x+ s
ds (١ . ٢)

اگر .١ . ٣ لم

g(x) =
١
π
ss(١ − s)١−s sin(πs) (٠ ≤ s ≤ ١) (١ . ٣)

داشت خواهیم صورت این ∫در ١

٠
g(s) ds =

e

٢۴
,

∫ ١

٠
sg(s) ds =

e

۴٨
,

∫ ١

٠

١
s
g(s) ds =

∫ ١

٠

١
١ − s

g(s) ds =
e

٢
− ١

اگر .۴ . ١ لم

△١(x) =
e− (١ + ١

x )
x

(١ + ١
x )

x
[
log(١ + ١

x )−
١

(x+١)

] − x

صورت این در

lim
x→∞

△١(x) =
١١
١٢

است. یکنوا کامل به طور یکنوا، کامل به طور توابع حاصل  ضرب و جمع .۵ . ١ لم

اصلی نتایج .٢

حقیقی ضرایب با n ≥ درجه١ از چندجمله ای pn(x) = xn +
∑n−١

v=٠ cvx
v اگر .٢ . ١ قضیه

است یکنوا کامل به طور (٠,∞) روی x −→ pn(x) [e− (١ + ١/x)x] تابع آنگاه باشد،
. c٠ ≥ ١١/١٢ و n = ١ اگر تنها و اگر

١J. Sandor
٢L. Debnath



١٧ یکنوا کامل به طور توابع

زیر به صورت آن اشتلتیس تبدیل صورت این در ،p(x) = e− (١ + ١/x)x اگر .٢ . ٢ قضیه
است:

p(x) =
١

x+ ١
+

∫ ١

٠

g(s)

١ − s

ds

x+ s
است. (١ . ٣) در تعریف شده g اینجا در است. یکنوا کامل به طور تابع این به خصوص

که کرد ثابت می توان سادگی به قبل روابط از استفاده با .٢ . ٣ نتیجه

p(x) =
١

x+ ١١
١٢
f ١١

١٢
(x)

طوری را β و α > ٠ حقیقی پارامترهای همه که است این ٣ آلزر حل نشدۀ مسئله .۴ . ٢ توجه
که کنید تعیین

pα,β(x) = eα −
(

١ +
α

x

)x+β

باشد. یکنوا کامل به طور
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لورنتزی تماسی تقریبا منیفلدهای روی غیرمتریک التصاق با هولومورفیک انحناهای
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لورنتزی ساساکی منیفلدهای روی غیرمتریک ربع متقارن التصاق یک مقاله این در چکیده.
بررسی را التصاق آن به وابسته هولومورفیک تانسورهای خواص بعضی سپس می کنیم. معرفی

می کنیم.

مقدمات .١

توجه با که است شده ارائه اخیر سال های در لوی چویتا التصاق از جالبی و مختلف تعمیم های
تقارن، مقالات این در .[۵ ،۴] است شده پرداخته آن ها به مختلف مقالات در آن ها کاربرد به
[۵] در جمله از است. گرفته قرار بررسی و بحث مورد التصاق ها این بودن متریک و بودن تابدار
تعریف منیفلد ساساکی ساختار کمک به که شده معرفی غیرمتریک و متقارن نیمه التصاق یک
پاراساساکی تقریبا ساختار روی بر را غیرمتریکی ربع متقارن التصاق ما مقاله این در است. شده

می کنیم. معرفی لورنتزی
فضای اگر که است این در رویه ها موضعی آنالیز در ریچی و کودازی گوس، معادلات اهمیت
در سازگاری معادله ی با مشابه نقش معادلات این باشد، داشته ثابت برشی انحنای محاط شده
انحنای تانسور اگر M̄ ریمانی منیفلد از M زیر منیفلد برای می کند. ایفا رویه ها موضعی نظریه
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زیر صورت به گوس و کودازی ریچی، معادلات آن گاه دهیم نمایش R̄ و R با ترتیب به را ریمانی
می شوند: داده

g(R̄(X, Y )Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W )− g(h(X, Y )h(Y, Z)) (١ . ١)

(R̄(X,Y, Z))⊥ = (∇h
X)(Y, Z)− (∇h

Y )(X,Z) (١ . ٢)

g(R̄(X, Y )U, V ) = g(R⊥(X, Y )U, V ) + g([AV , AU ]X, Y ) (١ . ٣)

A دوم بنیادین فرم h که عمود U, V ∈ TM و مماسی X, Y, Z,W ∈ TM آن در که
است. نرمال کلاف انحنای تانسور R⊥ و فروبری به مربوط شکلی عملگر

می دهد نشان گوس معادله ریمانی منیفلدهای بین i :M −→ M̄ ایزومتریک فروبری برای
با می شود گرفته نظر در M به مماس برداری میدان های روی که وقتی M̄ انحنای تانسور که
است. متفاوت است فروبری دوم بنیادین فرم فقط شامل تانسور یک که M انحنای تانسور
ریمانی فضای در زیرمنیفلد توصیف برای مهمی بسیار ابزارهای ریچی و گوس کودازی، معادلات

است.
است شده معرفی اینجا در که مشتق پذیر منیفلد روی ربع متقارن التصاق مفهوم دیگر، طرف از
صورت به که T تاب تانسور هرگاه است ربع متقارن ∇ خطی التصاق گوئیم که است صورت این به

باشد: بیان قابل زیر فرم به است T (X,Y ) = ∇Y
X −∇X

Y − [X,Y ]

T (X, Y ) = u(Y )ψX − u(X)ψY. (۴ . ١)

نامیده LP−ساساکی) ) لورنتزی ساساکی پارا منیفلد ،M n−بعدی پذیر دیفرانسیل منیفلد
−١ یک ،ξ برداری میدان یک ، (١, ١) نوع از ϕ تانسوری میدان یک دارای هرگاه می شود

:[١] صدق کند زیر روابط در که باشد g لورنتزی متریک و η فرمی

η(ξ) = −١, ϕ٢(X) = X + η(X)ξ, (۵ . ١)

g(ϕX, ϕY ) = g(X, Y ) + η(X)η(Y ), (۶ . ١)

(∇ϕ
X)(Y ) = g(X, Y )ξ + η(Y )X + ٢η(X)η(Y ), (١ . ٧)

است. g لورنتزی متریک به نسبت لوی چویتا التصاق یک ∇ اینجا در که
است. برقرار LP−ساساکی منیفلد یک در نیز زیر های تساوی علاوه به

ϕξ = ٠, η(ϕX) = ٠, rankϕ = n− ١.

کنیم تعریف Y و X برداری میدان هر برای اگر

Φ(X,Y ) = g(ϕX, Y ),

منیفلد در داد نشان می توان همچنین است. (٠, ٢) متقارن تانسوری میدان یک Φ(X, Y ) آنگاه
می کند: صدق زیر فرمول در X, Y برداری میدان هر برای η فرمی −١ ساساکی −LP

(∇η
X)Y = Φ(X, Y ). (١ . ٨)



٢١ غیرمتریک التصاق با هولومورفیک انحناهای

هر برای آنگاه باشد. n−بعدی LP−ساساکی منیفلد یک M کنید فرض .([٣]) ١ . ١ قضیه
است برقرار زیر روابط Z و Y ،X برداری میدان

R(X,Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y (١ . ٩)

S(X, ξ) = (n− ١)η(X) (١ . ١٠)

S(ϕX, ϕY ) = S(X, Y ) + (n− ١)η(X)η(Y ) (١ . ١١)

هستند. M ریچی و انحنا تانسور ترتیب به S و R که

ونگارتن و گوس فرمول صورت این در Mباشد. ریمانی منیفلد از Mزیرمنیفلدی ′ کنید فرض
می کند. بیان زیر صورت به را آن ها التصاق های بین ارتباط

∇XY = ∇′
XY + h(X, Y ), ∀X,Y ∈ Γ(TM ′) (١ . ١٢)

∇N
X = −ANX +∇⊥

XN, ∀N ∈ Γ(T⊥M ′) (١ . ١٣)

است. h(X, Y ),∇⊥
XN ∈ Γ(T⊥M) و ∇Y

X , ANX ∈ Γ(TM ′) که

اصلی نتایج .٢

برای باشد. ∇ لوی چویتای التصاق با LP−ساساکی منیفلد یک M کنید فرض .٢ . ١ تعریف
می کنیم تعریف Y و X برداری میدان هر

∇̄Y
X = ∇Y

X + η(Y )ϕX (٢ . ١)

می نامیم. ربع متقارن التصاق است، M روی خطی التصاق یک که را ∇̄

است. صفر غیر آن تاب تانسور و بوده غیر متریک ربع متقارن التصاق .٢ . ٢ لم

S̄ ریچی تانسور آنگاه باشد. n−بعدی LP−ساساکی منیفلد یک M کنید فرض .٢ . ٣ قضیه
است. متقارن ∇̄ ربع  متقارن التصاق به وابسته

داریم مستقیم محاسبات با (٢ . ١) و (۶ . ١) از برهان.

R̄(X,Y )Z = R(X, Y )Z + ϕ(X,Z)ϕY − ϕ(Y, Z)ϕX

+ η(Z){η(Y )X − η(X)Y } (٢ . ٢)

می گیریم نتیجه (٢ . ٢) و (١ . ٧) از

K̄(X, Y, Z, U) = K(X, Y, Z, U) + ϕ(X,Z)g(ϕY, U)

− ϕ(Y, Z)g(ϕX,U) + η(Z)K(X, Y, ξ, U). (٢ . ٣)

با است برابر S̄ ریچی تانسور طرفی از

S̄(X, Y ) =
n∑

i=١

εig(R̄(ei, X)Y, ei)



رسولی م. و کاظمی ب. م. ٢٢

پس .εi = g(ei, ei) و است ارتونرمال پایه یک {e١, e٢, ..., en} ،X, Y ∈ Γ(TM) که
داریم (٢ . ٣) از اثرگیری با

S̄(X,Y ) =
n∑

i=١

εi{g(R(ei, X)Y, ei)} − g(ϕX, ϕY )

− η(Y )η(X) + nη(X)η(Y ).

نوشت می توان ∇ لوی چویتا التصاق به وابسته ریچی تانسور برای که آنجایی از

S(X, Y ) =
n∑

i=١

εig(R(ei, X)Y, ei),

بنابراین
S̄(X, Y ) = S(X,Y )− g(X, Y ) + nη(X)η(Y ).

□ است. متقارن التصاق این ریچی تانسور پس

انحنای r آن در که r̄ = r آنگاه است. LP−ساساکی منیفلد یک M کنید فرض .۴ . ٢ نتیجه
است. لوی چویتا التصاق اسکالر

مراجع

1. D. E. Blair, Riemannian geometry of contact and symplectic manifolds,
Birkhäuser, Boston, 2010.

2. K. Matsumoto, On Lorentzian paracontact manifolds, Bull. Yamagata Univ.
Natur. Sci., 13 (1989), 151-156.

3. R. Rosca, On Lorentzian P-Sasakian manifolds, World Scientific Publ., Signa-
pore, 1992.

4. Y. Perktas, E. Kilic and M. Tripathi, On a semi-symmetric connection in a
Lorentzian para-Sasakian manifold, Diff. Geom. Dynamical Sys., 12 (2010), 299-
310.

5. S. Yuksel, E. Kilic and S. Keles, On a semi-symmetric non-metric connection in
an LP-Sasakian manifold, Int. Electron. J. Geom., 3 (2010), 15-25.
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حاصل ضرب روی بر ساساکی متریک تماسی تقریبا ساختار یک وجود مقاله این در چکیده.
را آن خواص و می دهیم نشان را حقیقی فضای با مختلط تقریبا ساختار با منیفلد یک تابیده

می کنیم. بررسی

١. پیش گفتار

توجه مورد منیفلدها از دسته این ،[۵] اونیل توسط ریمانی شبه منیفلدهای معرفی از پس
منیفلدها این روی بر مختلفی ساختارهای گرفت. قرار فیزیکدانان حتی و هندسه دانان از بسیاری
به می توان ساختارها این جمله از است. آمده دست به جالبی و مهم بسیار نتایج و شده بررسی

.[٢] کرد اشاره متریک تماسی تقریبا ساختار
تانسوری اگرمیدان است (φ, ξ, η, g)متریک تماسی تقریبا ساختار یک Mدارای ٢n+١ منیفلد
طوری  که به باشند داشته وجود M ٢n+١ روی η ١-فرمی و ξ برداری میدان ،(١, ١) ازنوع φ

باشد: برقرار زیر روابط M ٢n+١ روی Y و X برداری میدان هر برای

g(X, ξ) = ١, φ٢(X) = −X + η(X)ξ.
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منیفلد را (η, ξ, φ, g) ساختار با M ٢n+١ متریک تماسی تقریباً منیفلد .([٣]) ١ . ١ تعریف
هرگاه گوییم ساساکی

(∇Xφ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X, ∀X, Y ∈ TM.

شود می تعریف زیر به صورت ساساکی فرم فضای در انحنا تانسور منیفلدها این در

R(X, Y )Z =
c+ ٣

۴
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

+
c− ١

۴
{g(X,φZ)φY − g(Y, φZ)φX + ٢g(X,φY )φZ}

+
c− ١

۴
{η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X − g(X,Z)η(Y )ξ

− g(Y, Z)η(X)ξ}. (١ . ١)
تعمیم ساساکی فرم فضای ٢٠٠٨ سال در همکارانش و کاریازو فضا، این تعمیم منظور به
وجود و مطالعه را مختلط فرم فضای ١٩٨٩ سال در بالزاک آنها از قبل کردند. معرفی را یافته

می شود. تعریف زیر به صورت یافته تعمیم ساساکی فرم فضای یک بود. کرده ثابت را آنها

گوییم باشد. متریک تماسی تقریباً منیفلد یک (M,φ, ξ, η, g) کنید فرض .([١]) ١ . ٢ تعریف
باشد شده تعریف M روی f٣ و f٢ ،f١ توابع اگر است یافته تعمیم ساساکی فرم فضای یک M

باشد زیر به صورت M روی Z و Y و X برای R انحنای تانسور به طوری که
R(X,Y )Z = f١{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

+ f٢{g(X,φZ)φY − g(Y, φZ)φX

+ ٢g(X,φY )φZ}+ f٣{η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X

+ g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ}. (١ . ٢)
می دهند. نشان M(f١, f٢, f٣) نماد با را منیفلد این حالت این  در

کرد. خواهیم اثبات را اصلی نتایج زیر لم از استفاده با

روی ترتیب به ریمانی التصاق های
F

∇ و
B

∇ ،∇ ،M = B ×f F کنید فرض .([۴]) ١ . ٣ لم
F روی برداری میدان دو W و V ،B روی برداری میدان دو Y و X اگر باشند. F و B ،M

داریم باشند
است. ∇B

XY از ترفیعی ∇XY (١)

.∇XV = ∇VX = (
Xf

f
)V (٢)

و هستند عمود پایه فضای بر ∇VW روی مولفه های (٣)

∇VW = −gf (V,W )

f
grad f

است. ∇F
VW از ترفیع ∇VW و مماس اند پایه برفضای ∇VW روی مولفه های (۴)



٢۵ مختلط تقریبا منیفلدهای و متریک تماسی درمنیفلدهای تابیده ضرب

اصلی نتایج .٢

منیفلد آن گاه باشد. نامعین یافته تعمیم فرم فضای یک N ٢n
٢s (F١, F٢) کنید فرض .٢ . ١ قضیه

ساساکی فضای فرم یک M ٢n+١ = R ×f N نامعین تماسی تقریباً ساختار با تابیده ضرب
توابع با M(f١, f٢, f٣) و است نامعین یافته تعمیم

f١ =
(F١ ◦ η)− εf ′٢

f٢ , f٢ =
(F٢ ◦ η)

f٢ , f٣ = ε
(F١ ◦ η)− εf ′٢

f٢ +
f ′′

f
(٢ . ١)

می باشد.

X,Y, Z ∈ فرض با است نامعین تعمیم یافته فرم فضای یک پایه منیفلد اینکه به توجه با برهان.
زیر صورت به انحنا تانسور داد نشان می توان مستقیم محاسباتی و فوق لم از استفاده با و TM

است:

R(X,Y )Z =
F١ ◦ π − f ′٢

f ٢ {g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

+
F٢ ◦ π
f ٢ {gf (X,φZ)φY − gf (Y, φZ)φX + ٢g(X,φY )φZ}

+ (
F١ ◦ π − f ′٢

f ٢ +
f ′′

f
){η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X

+ gf (X,Z)η(Y )ξ + gf (Y, Z)η(X)ξ}.

□ است. یافته تعمیم فرم فضای می دهد نشان که

(R ×f N,φ, ξ, η, gf ) آن گاه باشد. مختلط تقریباً منیفلد یک N کنید فرض .٢ . ٢ قضیه

مختلط منیفلد یک N اگر تنها و اگر است β =
εf ′

f
و α = ٠ با ساساکی -ترنس ε منیفلد

باشد. کیلری

و Y = η(Y )ξ + V و X = η(X)ξ + U فرض با که است چنین اثبات کلی ایده برهان.
دهیم نشان (١ . ٣) لم به توجه با

(∇Xφ)Y = ∇XφY − φ∇XY

= ∇η(X)ξφ(V ) +∇Uφ(V )− φ(∇η(X)ξη(Y )ξ +∇Uη(Y )ξ

+∇η(X)ξV +∇UV )

داریم فوق روابط مجموع از φ(V ) = JV کنیم فرض اگر حال

(∇Xφ)Y =
f ′

f
{gf (φ(X), Y )ξ − η(Y )φ(X)}+ (∇N

XJ)V. (٢ . ٢)

که است این با معادل هم این و باشد (∇N
U J)V = ٠ اگر تنها و اگر است برقرار حکم پس

□ باشد. کیلری N منیفلد



طریقی ص. و کاظمی ب. م. ٢۶

بیان را زیر نتیجه پایه منیفلد بودن حاصل ضربی تقریبا فرض با و (٢ . ٢) فرمول کمک به
می کنیم.

در (R×f N,φ, ξ, η, gf ) آن گاه باشد حاصل ضربی تقریباً منیفلد N کنید فرض .٢ . ٣ نتیجه
می کند صدق زیر رابطه ی

(∇Xφ)Y = β {g
R
(φX, Y )ξ − εη(Y )φX} , β = −εf

′

f

.∇NJ = ٠ اگر تنها و اگر
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شاخه های کلیه تابعی آنالیز از ما منظور شمرد، خواهیم بر تفصیلی مقاله در که دلائلی به چکیده.
و شده اند مشخص امریکا ریاضی انجمن رده بندی ۴٩ تا ۴٠ شماره های با که است ریاضی
به می آیند. حساب به عملگرها نظریه از خاصی حالت که هستند جبرخطی از قسمت هائی یا
موردشان در زیر گزاره سه از یکی که است مطرح کسانی حال شرح مقاله این در کلی، طور

باشد: صادق
راهنمای استاد ایران در و داشته بالا در گفته شده گرایش ده از یکی در دکترائی مدرک (١)
متالورژی، فیزیک، ریاضی، (مانند بشری معارف از دلخواه شاخه هر در نفر یک دکتری

باشد. بوده غیره) و روانشناسی آواز، موزون، حرکات
فارغ التحصیل فوق گرایش ده از یکی در را نفر یک باشد توانسته دکترائی مدرک هر با (٢)

کند.
باشد. ایران دانشگاه های از فوق گرایش ده از یکی دکتری دوره فارغ التحصیل (٣)

با میلادی) ١٩۶٣) خورشیدی ١٣۴٢ سال از عملگرها نظریه ویژه به و تابعی آنالیز در پژوهش
از و گرفت رونق شیراز در (سابق) پهلوی دانشگاه ریاضی بخش به رجوی حیدر دکتر پیوستن
دکتر همت به ریاضی لیسانس فوق دوره نوگشائی با میلادی) ١٩۶۶) خورشیدی ١٣۴۵ سال
پهلوی)، دانشگاه وقت آموزشی معاون و تهران دانشگاه ریاضی آنالیز (استاد وصال منوچهر

شد. شروع نیز تابعی آنالیز آموزش

2010 Mathematics Subject Classification. Primary: 46-03; Secondary: 01A65.
ایران. در ریاضی دکتری ایران، در تابعی آنالیز پیشکسوتان ایران، در تابعی آنالیز پایه گذاری کلیدی. واژگان

مدعو سخنران ∗

٢٩





غریب و عجیب مقاله های

صال مصلحیان∗ محمد

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده
moslehian@um.ac.ir

در باید پس شود. خوانده بارها است ممكن ولی می شود، نوشته یک بار مقاله یک چکیده.
پژوهش برای لازم ضرورتهای به ابتدا سخنرانی این در داد. خرج به ظرافت و دقت آن نگارش
به مقاله ارسال ملاحظات بعضی به سپس می شود، اشاراتی آبرومند مقاله نگارش و خوب
به (موسوم علمی غفلت جوانب بعضی به مثالهایی ذکر با انتها در و می پردازیم معتبر مجلات

می کنیم. توجه علمی) سرقت

2010 Mathematics Subject Classification. Primary: 00-01.
علمی. سرقت ریاضی، مقاله نگارش ریاضی، در پژوهش کلیدی. واژگان

مدعو سخنران ∗

٣١
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